MPSI LycEE RABELAIS

Semaine du 5 avril 2008

Espaces vectoriels (1)

B Images et noyau d’applications linéaires
Exercice 1 : Soit f:R3 — R? définie par
V(z,y,2) €R?, f(w,y,2) = (22 —y,y + 2)

1. Montrez que f est une application linéaire.

2. Déterminez le noyau et I'image de f. f est-elle injective 7 surjective ?

Exercice 2 :

1. Démontrez qu’il existe une application linéaire f : R? — R?, unique telle que
f(1,0,0) =(0,1), f(1,1,0) = (1,0), f(1,1,1)=(1,1)

2. Explicitez pour tout triplet (z,y, z) € R3, f(x,y, 2).

3. Déterminez I'image et le noyau de f. f est-elle injective ? surjective ?

Exercice 3 : Soit F = R® et B sa base canonique. On consideére ’endomorphisme
f de E canoniquement associé a la matrice A ci-dessous.

1. Déterminez des bases de Im f et Ker f. % (1) (1) (1) %
2. Montrez que : E = Im f @ Ker f. A=1]110001

. . 10001
3. f est-il un projecteur? 11111

Exercice 4 : Soit n € N*. On considére I'application f : C,[X] — C,[X] qui & tout
polynéme P € C,[X] associe le polynéme f(P) tel que f(P)(X)=X P'— P

1. Montrez que f est linéaire.
2. Déterminez Ker f et Im f.

Exercice 5 : Soit E = Ry[X] et f: E — E qui a tout polynéme P € E associe le
polynéme f(P) tel que f(P)(X)=P(X +1)+ P(X —1) —2P(X).

1. Montrez que f est linéaire.

2. Déterminez son noyau et son image.
Exercice 6 : Soit £ = C*(R,R) et ¢ : E — FE Dapplication définie par Vy € E,

oy)=y" —4y' +3y

1. Montrez que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Déterminez son noyau. ¢ est-il injectif ?

Exercice 7 : Soit E = C°(R,R) et ¢ I'application définie sur E qui & toute fonction
f € E associe la fonction g : R — R, définie par

Ve e R, g(z) = / tf(t)dt
0
1. Montrez que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Est-il injectif, surjectif ?

B Formes linéaires

Exercice 8 : Trace d’une matrice
Etant donnée une matrice carrée A € M,,(K), on définit la trace de A comme la
somme des éléments diagonaux de A :

Tr (A) = i am
i=1

: M, (K) — K est une forme linéaire sur M., (K).

2. Démontrez que pour toutes matrices carrées A et B d’ordre n, on a :
Tr(Ax B)=Tr (B x A).
3. En déduire qu’il n’existe pas de matrices A et B tellesque Ax B—BxA=1,

1. Montrez que ’application Tr

Exercice 9 : Soit E = C([0,1],R). On définit J : E — R par

1
vreB J(0)= [ s
0
Montrez que J est une forme linéaire sur E.

Exercice 10 : Soit E = C([0, 1], R). On considére 'application appelée fonctionnelle
de DiraACcd: E — R
f = f(0)
1. Montrez que § est une forme linéaire sur E.

2. Les sous-ensembles {f € E'| f(0) =0}, {f € E| f(0) =1} de E sont-ils des
sous-espaces vectoriels de E 7

Exercice 11 : Soit E = R3[X]. Soit ' = {P € E| P(1) = P'(2) = 0}. Montrez que
F' est un sous-espace vectoriel de E et donnez-en une base.



Exercice 12 : Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel tel que pour tout
Z € FE, la famille (f, f(f)) est liée.
Montrez que f est I’application nulle ou une homothétie vectorielle.

B Isomorphismes et automorphismes

Exercice 13 : Soit £ = R, [X]. On considére T : E — E lapplication qui a tout
polynéme P € E associe le polynéme @ défini par Q(X) = P(X + 1). Montrez que
T est un automorphisme de F.

Exercice 14 : Soit n € N* un entier naturel non nul et D : R,[X] — R,[X]
I’application qui a tout polynéme associe son polynome dérivé.

1. Montrez que D est un endomorphisme de R,,[X].

2. Considérons 'application I" application de R, [X] dans lui-méme définie par
I'=Idgix)+D+ D>+ + D"

Montrez que T' est un automorphisme de R,[X] et déterminez son isomor-
phisme réciproque.

Exercice 15 : Soit F un K-e.v. et f € L(E) un endomorphisme de E vérifiant
f?=3f+2Idg = 01(p)

1. Montrez que f est un automorphisme et exprimez f~! comme polynome de f.
2. Montrez que Ker (f — Id) et Ker (f — 21d) sont des sev supplémentaires de F :

E =Ker(f —Id) & Ker (f — 21Id)
B Projecteurs et symétries

Exercice 16 : Soit p : R? — R? I'application définie par
V(z,y) € R?, p(x,y) = (42 — 6y, 2z — 3y)

1. Montrez que p est linéaire.
2. Calculez p o p. En déduire que p est un projecteur.

3. Déterminez une base de Kerp et de Imp.

Exercice 17 : Soit ¥ = (v1,v2,v3) € R? un vecteur de R3 vérifiant vy + vy +v3 = 1.
On considére I'application ® : R? — R3 définie par :
Vf:(xl,l‘g,l‘g)ERg, (I)(f):.’f—(ah +$2+$3)'17

1. Montrez que ® est un endomorphisme de R3.

2. Démontrez que ® est un projecteur.
3. Précisez les éléments caractéristiques de .

Exercice 18 : Soient p et ¢ deux projecteurs d'un K-espace vectoriel E.
1. Montrez que p + ¢ est un projecteur si et seulement st pog=gqop=0.
2. Supposons que p + ¢ soit un projecteur, montrez que

Kerp+qg=KerpNKerqg et Imp+qg=ImpdImg.

B Endomorphismes

Exercice 19 : Soit E un K-espace vectoriel et f € Lg(E) un endomorphisme de E
vérifiant pour un entier p € N*

ff=0 et fPr£0.

Montrez qu’il existe un vecteur ¥ € E tel que la famille {7, f(Z), ..., fP1(Z)} soit
libre.

Exercice 20 : Soit E un K-espace vectoriel et f € Lg(F) un endomorphisme de E
vérifiant la relation f3 = —f. Montrez que

E=Kerf@Imf.

Exercice 21 : Soient f et g deux endomorphismes d 'un espace vectoriel E qui
commutent. Montrez que Im f et Ker f sont stables par g.

Exercice 22 : Soient f et g deux endomorphismes d 'un espace vectoriel E.
1. Comparez Ker f N Kerg et Ker (f+g), Im(f +g) et Im f +1Img.
2. Comparez Ker f et Ker f2, Im f et Im f2.

Exercice 23 : Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Montrez que
Im fNKer f = {0p} <= Kerf=Kerf? et E=Imf+Kerf < Imf=Im f?
B Miscellaneous

Exercice 24 : Soit E un K-espace vectoriel et f € Lg(F) un endomorphisme de E
vérifiant la relation

f242f2— f—2Idg =0.
Démontrez que pour tout vecteur & de E, il existe un triplet (@, 5, ), unique tel que

@€ Ker (f — Idp)
beKer(f+1dg)
¢eKer(f+2Idg)

F=da+b+¢
E=Ker(f—Idg) ®Ker(f +Idg) ® Ker (f + 2Idg)

On notera :



