Correction des exercices

Exercice 1 .— on va faire une récurrence ...
e Initialisation Lorsquen =1,on a1l x 3 x 8 =4 x 6 est divisible par 6.
e Hérédité soit n > 0 tel que u,, = n(2n + 1)(7n + 1) est divisible par 6. 1l
existe donc N € N tel que u,, = 6N. Montrons que u, 41 est divisible par 6 :
Upy1 = (M+1)2n+3)(Tn+8) =Mn+1][2n+1)+2][(Tn+1)+ 7]
= n(2n+1)(7Tn + 1) + 42n% 4+ 60n + 24
= 6x [N+ +10n+4]

e Conclusion par récurrence, on a montré que pour tout entier n € N*,
n(2n + 1)(7n + 1) est divisible par 6. A

Exercice 2 .— La preuve sera par récurrence :
e Initialisation lorsque n =2, ona 1+ i = % Or % > g <= 25 > 24. Donc
la propriété est vérifiée pour n = 2.

e Hérédité soit n > 2 tel que

S SRS B
22 n? " 2n+1
On a alors
TR I . N
22 n?  (n+1)>2 2n+1  (n+1)2

3n3 +6n%+5n+1
(2n+1)%(n+1)2

33 +6n°+5m+1_ 3n+3
@2n+1)2(n+1)2 ~ 2n+3°

7371—5—3
2n+3

On vérifie alors que En effet,

6n* +21n3 +28n% +17n + 3
2n+1)(2n+3)(n+1)2
6n* +21n3 +27n% + 150+ 3
2+ 1)2n+3)(n+1)2
n(n 4+ 2)
@2n+1)(2n+3)(n+1)2
> 0

3n3 +6n°+5n+1
(2n+1)2(n+1)2

Par transitivité de la relation d’ordre, il s’ensuit que

ARSI S S Rt
n?  (n+1)2° 2n+3

22

e Conclusion

TR S R
22 n?  2n+1

par récurrence, on a montré que pour tout entier n > 2,

Exercice 3 .— Par récurrence.

e Init. pour n =1, on a 113! = 64 => 22.

e Hér. Soit n € N* tel que 113! --- (2n+1)! > [(n+1)!]""". Alors

13- 2n+ D120 +3) > [(n+ D" x (2n+3)!
> [P ot 3y

2n+3

n+2 H k

k=n+3

> [(n+2)!] nH Hk x (n+2)n+t
2n+3
H (n+2)
n+2 k=n-+3
> |+ 2
2 [(n+ 2)!}714»2

2n+ 1) > [(n+1)]"
A

e Ccl. Par récurrence, on a montré Vn € N*,1!3! ..

Exercice 4 .— On commence par vérifier cette propriété lorsq n = 2. Il s’agit de
montrer que pour tout couple (a,b) € R? de réels supérieurs ou égaux & 1, on a

2(ab+1) > (a+1)(b+1)

. Raisonnons par équivalences, on a :

2(ab+1)>(a+1)(b+1) <= ab—a-0+1>0 <« (a—1)(b—-1)>0

Comme a et b sont supérieurs a 1 cette derniere inégalité est bien satisfaite.
A présent montrons la propriété par récurrence.

e Init. lorsque n = 1, il n’y a rien a faire!



e Héréd. Soit n > 1 un entier tel que pour tout m-uplet de nombres rééls

(ai,...,a,) € R™, tous supéieurs ou égaux a 1, on a :
2" MNayg x - X ap +1) > (a1 +1) x -+ x (a, + 1).

Soit alors (bg,b1,...,b,) € R™™ un n + 1 uplet de réels, tous supérieurs ou
égaux a 1. Alors en posant By = by > 1 et By = by--- x b, > 1, et en
appliquant la remarque préliminaire, il vient :

2™ (bg X by --- X by, +1) 2"~1(1 4+ By)(1 + By)

(1+bg) x 2" (by -+ x by, + 1)

On conclut alors a I'aide de 'hypothese de récurrence que
2" (bg X by - Xby+1) > (1+by) x (14+by) x---x(1+0by)

Ccl. Par récurrence, on a montré que pour tout n-uplet (a,...,a,) de réels
supérieurs ou égaux a 1, 2" 1(a; x --- X ap +1) > (a1 +1) x -+~ x (@, +1).A

Exercice 5 .— Soit f € &.
1. Montrons par récurrence sur p € N, que f(D,) C D,,.

(a) Init. Lorsque p = 0, la demi-droite Dy est N. Or par définition, f; N — N,
d’out f(Dyp) C Do.

(b) Hér. soit p € N tel que f(D,) C D,. On montre que D4 est stable par
I
Soit k > p+ 1. Alors k — 1 > p. Par HR, il s’ensuit que f(k—1) > p, ce
qui revien a dire que f(k—1) € D,. Par HR, il en résulte finalement que
fof(k—1) > p. Finalement, comme f € &, il vient f(k) > fof(k—1) > p.
Par transitivité améliorée, on en déduit que f(k) > p, ce qui revient
précisément a dire que f(k) > p+ 1.
Ceci étant vrai pour tout £ > p+ 1, on a bien établi la stabilité de D,

par f.
(¢) Ccl. Par récurrence, on a montré que pour tout entier p € N, f(Z,) C
Dp.

2. Soit n € N. Appliquons le résultat précédent avec p = f(n). On a donc

f(n) € D, d’on lon tire f o f(n) € D,. Autrement dit f o f(n) > f(n). Or,
f étant dans &, on a f(n+ 1) > fo f(n). Par transitivité améliorée, il en
résulte que

fn+1) > f(n).

Ceci étant vrai pour tout entier, il en résulte que f : N — N est strictement
croissante.

Finalement, par stricte croissance de f, 'inégalité fo f(n) < f(n+1) , valide
pour tout entier naturel n, entraine que f(n) < n + 1.

Ipreuve par récurrence laissée aux bons soins du lecteur ...

3. Pour conclure on utilise le fait suivant! :

Si o : N — N est un fonction strictement croissante, alors, pour tout entier
naturel, n € N, ¢(n) > n.

Appliqué a notre fonction f : N — N, ce fait montre que pour tout entier
n < f(n) < n+1, ce qui ne laisse d’autre possibilité que f(n) =n.
Finalement, la seule fonction appartenant a & est la fonction identité!! A

Exercice 6 .— 1. il s’agit d’un résultat d’existence et d’unicité.

Unicité : Soit n € N. On considere ((p1,q1), (p2.g2)) € N* x N* tels que
n=2P(2¢q +1) =2"(2g, + 1)
Supposons sans perte de généralité que p; > py. On a alors
2P17P2 (21 + 1) = 2g2 + 1

Clairement le membre de droite est impair, ceci entraine que p; — popuis que
q1 = 42

Existence :

La démonstration sera par récurrence forte.

(a) Init. Pour n = 1, on peut écrire 1 = 2 x (2 x 0+ 1). Le couple (0,0)
convient.

(b) Hér. Soit n € N*. On suppose que tout entier m € [1,n], peut s’écrire
sous la forme m = 2°(2q + 1), ot (p,¢) € N?. Montrons qu’il en va de
méme pour n + 1. On discute suivant la parité de n.

» sin est pair, alors n 4+ 1 est impair. Par conséquent, il existe ¢ € N
telq que n 4+ 1 = 2g + 1. En ce cas, le couple (0, ¢) convient.

» sin est impair, alors n+ 1 est pair. Par suite il existe m € [1,n] tel
que n + 1 = 2m. Comme m € [[1,n], il s’écrit par HR sous la forme
m = 2°(2q + 1), ot (p,q) € N?. Dans ce cas, n+ 1 = 2°t1(2¢ + 1) :
le couple (p + 1,q) convient.

> dans tous les cas, on a bien démontré l'existence d’un couple d’en-
tiers (P, Q) tel que n + 1 = 27(2Q + 1).

(c) Ccl . Par récurence, on a montré que tout entier n € N* peut s’écrire
sous la forme n = 2°(2¢ + 1), ot (p, q) € N2.

2. Soit @ : N x N — N définie par

Y(p,q) € N>, ®(p,q) =2°(2¢ +1) — 1

D’apreés la question précédente, ® réalise une bijection de N? sur N.

. La projection p : N> — N est clairement surjective mais pas injective.

Sip: E — F est un application entre deux ensembles de méme cardinal fini,
il y a équivalence entre ¢ surjective et ¢ injective. Mais cette propriété ne
subsiste pas lorsque ¢ est définie entre deux ensemble équipotents mais de
cardinal infini. A



Exercice 7 .— Soient F un ensemble de cardinal n, A, B € &(F) deux parties de
E.
1. Le cardinal de Z(E) x Z(E) est 2™ x 2" = 4™,
2. Pour que (4, B) vérifie ANB = (, il faut choisir B dans I’ensemble des parties
du complémentaire de A. Pour compter le nombre de couples (A, B) tels que
AN B =1, on discute suivant la valeur k& € [0,n] du cardinal de A :
(a) je choisis une partie A € 2, (E) ~ (1) possibilités.
(b) puis je choisis B € Z(E \ A) ~~ 2K possibilités.
Au total, il y a (Z) 2"~k facons différentes de construire un couple A4, B de

parties disjointes de E telles que Card A = k.
Finalement, le nombre de couples (A, B) de parties disjointes de E est

N = i: (n)Qn—k —3n
k=0 k

3. D’apres les lois de Morgan, si (A, B) est un couple de parties de E tel que
AUB=E, alors (A, B") = (E'\ A, E'\ B) est un couple de parties disjointes
de E et vice versa. Par suite, il y a autant de couples (A, B) est un couple de
parties de E tel que AU B = F que de couples de parties disjointes, & savoir
3".

4. On reconnait ici la caractérisation du complémentaire :

Pour construire un couple (A, B) tels que ANB=0et AUB=E

(a) je choisis une partie A € #(E) ~= 2™ possibilités.
(b) puis je choisis B = Cg(A) ~ 1 possibilités.

Au final, il y a donc 2" couples (A, B) de parties de F tels que AN B =0 et
AUB=F. A

Exercice 8 .— 1. Sin < p, il n’existe pas de surjection de F,, sur F,,. Si n = p,
toute surjection de IF,, sur F,, est automatiquement bijective : il y a donc n!
surjection de F,, dans lui-méme. Enfin, lorsque n € N* et p = 1, il n’y a
qu’'une application de F,, dans F;. Elle est surjective! trop de la chance!!

2. Soit n,p € N*. Pour k¥ € F, on note A4, = {f : F, —
F, | f est surjective, et f(1) = k}.
Soit f € Aj. Alors 1 est un antécédent de k par f. Deux cas se présentent,

» soit 1 est le seul antécédent de k par f. Dans ce cas, f induit par res-
triction une fonction surjective de [2,n] sur F, \ {k}.

» soit 1 n’est pas le seul antécédent de k par f. Dans ce cas, f induit par
restriction une fonction surjective de [2,n] sur F,.

Ainsi, Ay est réunion disjointe de deux sous-ensembles :

» Ap1 est Iensemble des fonctions de Aj pour lesquelles 1 est le seul
antécédent de k.

» Ao est 'ensemble des fonctions de Ay pour lesquelles 1 n’est pas le seul
antécédent de k.

Pour dénombrer Ay je décris les étapes qui menent a la réalisation d’une
telle fonction

e je choisis une fonction surjective
fol2,n] = F,\ {k} ~ Sp_1 p—1 possibilités.

e je prolonge cette fonction par f(1) =k ~» 1 possibilités.
D’apres le principe des Bergers, il s’ensuit que Card Ay = Sp—1,p—1.
Pour dénombrer Ao je décris les étapes qui menent & la réalisation d’une
telle fonction

e je choisis une fonction surjective
f:[2,n] —F, ~ Sp_1p possibilités.

e je prolonge cette fonction par f(1) = k ~ 1 possibilités.

D’ou Card Agz = S;,—1,p. Par additivité du cardinal, s’ensuit que
Card (Ak) = Snfl,p + Snfl,pr

Finalement, 'ensemble A des applications surjectives de F,, sur I, étant la
réunion disjointe des Ay, il vient

p
Spp = Card (4) = Card (U )
=

= ZCard (Ag) :Z n—1p T Sn—1,p-1

k=1
=D [Sn,l,p + Sn—1,p—1]

3. Par récuurence sur n € N*, montrons que

Spp =

s

NE

e

e
Il

(a) Init. Lorsque n =1, on a
é(””_k’“(i) - ké(l)”"“p(i Ty) s

Sip = 1, on obtient 1, ce qui correspond bien a S; 1 et si p > 1, on
obtient 0 ce qui correspond en effet a Sy .



(b) Héréd. soit n € N* tel que

P
—k(P
VpeN*, Spp =Y (-1)7 <k> k"
k=0
Vérifions que n + 1 hérite de cette propriété : soit p € N*, on a
Spt1p = P(Snp+ Snp-1)

(S Qe S ))
B (0)- (L e

Appliquons la formule de Pascal et la petite formule des coeff du binoéme,

il vient :
= p—1 = D
— —k B n n+l __ —k n n+1
Sn—l—l,p - Z(_l)p p(k o 1> k +p - Z(_l)p k(k) k +p
k=0 k=0
p—1 D p D
_ -1 p—k kn+1 + n+1 _ -1 pk( > kn+1
> (1) (B) 4 > (]

La propriété est héréditaire.

(¢) Concl. par récurrence, on a montré que

P
* * _ 1=k (P \in
¥(n,p) € N* x N*, S, => (-1) <k>k
k=0
Exercice 9 .— 1. Le nombre de suites (a1, ..., ap) € F? est n?.

2. Etant donnée une partie de F,, a p éléments il n’y a qu’une seule fagon de
ranger ces éléments par ordre croissant. Par conséquent, il y a autant de de
suites strictement croissantes de p entiers compris entre 1 et n que de parties
a p éléments de FF,,, & savoir (Z)

3. Etant donnée une suite croissante a = (a1, ...,a,) de p éléments delF,,, on lui
associe la suite b = (by,...,b,) définie par

Vk e [1,p], b =ar +k—1

On vérifie aisément que la suite b ainsi construite est une suite strictement
croissante d’entiers compris entre 1 et n +p — 1.

Inversement, étant donnée une suite strictement croissante b = (by, ..., b,) de
p éléments de [1,n+p— 1], on lui associe la suite a = (a1, ..., ap) définie par

Vk‘E[[l,p]], ar =br —k+1

2quelle est Iapplication réciproque ? ?

On vérifie aisément que la suite a ainsi construite est une suite croissante
d’entiers compris entre 1 et n.

Finalement, I’ensemble des suites croissantes de p entiers compris entre 1 et
n et suites strictement croissantes de p entiers compris entre 1 et n 4+ p — 1

sont équipotents. Il y a donc ("+5 _1) suites croissantes de p entiers compris
entre 1 et n. A
Exercice 10 .— 1. Sy = {(z1,22,...,2,) € {0,1}" | 21 + @2 + -+ + 7, = p}.

Pour dénombrer Si, on décrit les étapes qui menent a la réalisation d’une
solution :

e je ch.oi.si‘s une partie {i1,...,ip} & p éléments de [1,n] ~ (Z)
possibilités.

e onpose x; ==z, =1 ~> 1 possibilités.

e pour j & {i1,...,ip}, ; =0 ~ 1 possibilités.

Au final, Card 57 = (Z)

- Sy = {(z1,22,...,xn) € (N)" [ 21 + 22+ -+ + 2 = p}.

On commence par dénombrer les “sous-solutions” s, = { T1,T2, ..., Ty) €
(N)™ | @1 + a2 + -+ + 2, < p}. A une sous-solution (x1,z2,...,2,) on
associe la suite (u1,us,...,u,) définie par

Vk‘G[[].,TZ]], U =T1 + -+ + T

On observe que la suite (u,usg,...,un) est strictement croissante car ugy; —
up = zp41 € N*. Deplus u, = 1+ 29+ -+a, € [1,p] car (z1,29,...,2,) €
Sp-
Le procédé qui & (x1,x2,...,T,) € sp associe la suite strictement croissante
(u1,uz, ..., u,) définit une application bijective 2
D Sp — {(a1,...,a,) € Fy | (ai) strictement croissante }
(1,22, .. xy) +— (w1, U2y ..y Uy)

En particulier, Card (s,) = (7).
Finalement, pour déterminer le cardinal de Ss, on observe que

Sp = Sy U Sp—1

Par additivité du cardinal, il s’ensuit que

oo () ) ()



3. Pour cette derniere question, on suit la méme démarche que précédemment. Tout revient & dénombrer I'ensemble {(X,Y)e Z(E)*|XNY P (E)}.

On introduit o, = {(zl, Zo,.o.yxy) EN" |21+ 20+ + 2, < p}. Comme Pour ce faire, on décrit les étapes qui menent a la réalisation d’un tel couple
les x; peuvent s’annuler, la suite (u1,us, ..., u,) définie par de parties :
e je choisis une partie I a k éléments de F ~ (Z) possibilités.
Vk’EHl,TL]],ukle-F"'-i-xk . .. P .
e je choisis un couple (X', Y”) de parties disjointes dans & (E\I)x Z(E\I)
est une suite croissante (pas strictement a priori) d’entiers compris entre 1 et ~ 3"F possibilités(cf exo 7)
n. D’aprés 'exo 9, on sait que eonpose X =TUX"Y=ITUY' ~+ 1 possibilités.
Au final, il y a (Z) 3"~k facons de construire un couple (X,Y) de parties de
Card (o,) = (n TP 1) E tel que le cardinal de X NY soit exactement égal a k. En réinjectant dans
n le calcul de Ss, il vient,
Finalement n )
Sy = Y kxCard {(X,Y)e Z(E)’| XNYZP(E)}
-1 -2 -2 —
Card S3 = Card (op)—Card (0p—1) = (n tp )_(n tp ) = <n tp > k=0
n n n—1 n n . " n—1 .
= k 3" =n 3n-
' 2= ()
Exercice 14 .— 1. Il s’agit d’ajouter les cardinaux de toutes les parties de E. B A n—1 gn—1-k _ o gn—1
L’idée pour calculer cette somme est de discuter suivant le cardinal des par- - P k -
ties : -
(a) il y a 1 partie de cardinal 0 ( partie vide) 3. Etant donnée (X,Y) € Z(E) x BJ(E), on a\Card (X.U Y) +Card (XNY) =
. . . . Card X + Card Y. En sommant ceci terme a terme, il vient,
(b) il y a n parties de cardinal 1 (singletons)
(c) ily a (3) parties de cardinal 2 (paires) Sy+ 53 = Z Card (XNY)+ Z Card (X UY)
. n . . (X Y)eP(E)? (X Y)ez(E)?
(d) il y a (%) parties de cardinal 3,
(e) and so on! - Z Card (X)) + Z Card (Y)
(X,Y)e P (E)? (X.Y)eP(E)?

Du coup,

= 2" Z Card X +2" Z Card Y

S1 = Z Card X:i Z Card (X)zzn: Z k B XeP(E) YeP(E)

— 2’(L+IS
Xe?(E) k=0 Xe 2, (E) k=0 X€ 2\ (E) 1
n n n H A : — 2n—2
1 Finalement, on en déduit que S3 = 3n.2 . A
- (i) - () -2 o) -
=0 k 1 k 1 k—1 Exercice 15 .— Lorsqu’on a affaire & une somme double un bon refelxe est d’inter-
n—1 vertir 'ordre de sommation. Tel que c’est prépsenté, il s’agit d’ajouter pour chaque
= n Z (n N 1> = pon—1 partie A de F,, tous ses éléments i € A. Ainsi, chaque entier i € F,, sera compté
=0 k autant de fois qu’il y a de parties de IF,, le contenant : en clair
2. Pour calculer S5 on discute comme précédemment suivant le cardinal de XNY'. Z Z i = Z Z i
On a ACF, icA i=1 ACFp
n i€cA
n
S = ) > Card (XNY) = YixCard {A€ P(F,) | A3 i}
k=0 (X,Y)eP(E)?,XNY P} (E) p
n
_ Zk x Card {(X,Y)€ P(E)?| X NYP(E)} Pour dénombrer {4 € Z(F,) | A > i}, on décrit les étapes qui menent a la

=0 réalisation d’une telle partie :



e je choisis I’élément ¢ ~ (’;) possibilités.
e je choisis une partie dans Z(E \ {i})

Ainsi, Card {A € Z(F,) | A>i} =2""! et par suite

DN i = DixCard {Ae Z(F,) | A3 i}

ACF,, icA i=1

~ 2"~ 1 possibilités

n
2"y i =2""n(n+ 1)
=1

Exercice 16 .— on met en ceuvre le prinicipe des bergers :
1. nombres de mains
e je choisis 5 cartes parmi 32 ~ (352) possibilités.
Iy a (*?) mains possibles
2. nombre de carrés d’as
e je choisis 4 as parmi 4 > (j) possibilités.

~ (28) possibilités

e je choisis une carte de hauteur différente 1

Il y a 28 carrés d’as possibles

4. nombre de carrés d’as
e je choisis un couple (h1, ha) de hauteurs distinctes ~» 8 x 7 possibilités.
e je choisis 4 cartes a la hauteur hy ~ (j) possibilités.
e je choisis une carte de hauteur hq ~ (‘11) possibilités
Il y a 224 carrés possibles.
Remarque : on peut aussi dire 8 x 28 carrés possibles par symétrie.
5. nombre de fulls
e je choisis un couple (h1, ha) de hauteurs distinctes ~» 8 x 7 possibilités.
e je choisis 3 cartes a la hauteur A ~ (g) possibilités.

e je choisis 2 carte de hauteur ho > (;1) possibilités
Au total , il y a 8 x 7 x (g) (3) fulls possibles.

6. nombre de brelans
e je choisis une hauter pour le triplet ~ 8 possibilités.

e je choisis une paire de hauteur {hs, h3}

distinctes entre elles et distinctes de hy ~ (;) possibilités.

e je choisis 3 cartes de hauteur hy ~ (i) possibilités

e je choisis 1 carte de hauteur ho s (‘f) possibilités

e je choisis 1 cartes de hauteur hg s (le) possibilités

Au total ,ily a 8 x (7

7. nombre de quinte flush

) x 43 brelans possibles.

. .. 4 1 ey 2
e je choisis une couleur ~ (1) possibilités.

e je choisis la hauteur de la premiere carte ~ (‘11) possibilités.
Au total , il y a 16 quinte flushs possibles.

8. nombre de mains monocrhomes !
e je choisis une couleur ~ (‘11) possibilités.
e je choisis 5 crtes de cette couleur ~ (g) possibilités.

Au total , il y a 224 mains monochromes possibles. On peut alors retrancher
les 16 quintes flush.

9. 3 coeurs et 2 rois! On distingue 2 cas, suivant que la main continet le roi de

coeur!!
Avec roi de coeur

e je choisis le roi de coeur ~ G) possibilités.

e je choisis un autre roi s (‘f) possibilités.

e je choisis 2 autres coeur ~ (;) possibilités.
21

e je choisis 1 autre carte ~ (1) possibilités.

Au total , il y a 3 x 212 mains avec 3 coeurs et 2 rois dont le roi de coeur.

Sans roi de coeur

e je choisis 2 rois (pas de coeur) ~ (g) possibilités.

e je choisis 3 coeur (pas le roi) ~ (;) possibilités.

Au total ; il y a 3 x (?7)) mains avec 3 coeurs et 2 rois sans le roi de coeur.

Finalement, il y a 1424 mains contenant exactement deux rois et trois coeurs.
A

Exercice 17 .— 1. 11 s’agit du graphe d’une application injective de Fg dans
lui-méme. 11 y a 8! fagons de placer les huit tours.

2. k colonnes seront occupées par les tours et il y aura exactement une tour dans

chacune de ces colonnes
e je choisis k colonnes ~ (2) possibilités.
e je remplis les k colonnes comme le graphe d’une injection de Iy, dans Fg
!

~ 7' possibilités.

8-k)

Au total, il y a k! x (2)2 facons de placer les tours. A




